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6. DINAMICKA ANALIZA U MKE
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Dinamicka analiza u MKE 'i

Koristi se za odredivanje ponasanja strukture pod optereéenjima koja zavise od vremena
ili frekvencija (ucestalosti).

Kod ovih analiza sile inercije i/ili moguénost pojave prigusenja igraju znacajnu ulogu.

Dinamicka analiza takode ukljuCuje proucavanje slobodnih vibracija tj. oscilovanje
konstukcije nakon prestanka dejstva sile.

Pri ovim analizama obicno se uzima u obzir dinamicko ponasanje usled slededeg:
» Slobodnih vibracija (sopstvene frekvencije i oblici oscilovanja)

Prinudnnih vibracija (npr. vibracije nastale usle obrtnih elemenata)
Seizmickih aktivnosti/Udarnih opterecenja (npr. zemljotresi, eksplozije)

Slucajnih (nasumicnih) vibracija (npr. drumski transport)

YV V. V VY

Vibracija usled opterecenaja koja su promenljiva tokom vremena (sudar, udarac
cekicem itd.)

Svaka situacija se reSava odredenim tipom dinamicke analize.

lzbor odgovarajuceg tipa dinamicke analize zavisi od vrste ulaznih podataka, kao i vrste

Zeljenog rezultata. ,



Dinamicka analiza u MKE

1. Tipovi dinamicke analize

Modalna

Harmonijska

Spektralna

Nasumicne
vibracije

Nestacionarna

sinusoidna pobuda u
opsegu trazenih
frekvencija

spektar koji predstavlja
odgovor na odredenu
vremensku pobudu
(Amp./Hz)

Spektar snage,
predstavljen kao
rapodela verovatnoce
pobude (PSD, Amp”2/Hz)

Opterecenja promenljiva
u vremenu (s, ms)

= sopstvene frekvencije i glavni oblici
oscilovanja
= profil napona/deformacija

® sinusoidni odziv na svakoj frekvenciji
* min/max odziv u definisanom opsegu
frekvencija

maksimalni odziv tokom vremena

verovatnoca raspodele odziva

Vremensko promnljiv odziv

Ne

Ne

Ne

Ne

Da



Dinamicka analiza u MKE ’I

2. Opsta jednalina kretanja

Nelinearna jednacina kretanja za nestacionarnu dinamicku analizu (opSta jednacina)

Nelinearno

c]{u} + [K@]{y]
w_/ v H_/
utost

=)

[M J{u} +

=

) ()
4

Ubrzanje Brzina Pomeranje



Dinamicka analiza u MKE Az

3, Modalna analiza

Modalna analiza se koristi za odredivanje sopstvenih frekvencija i oblika oscilovanja
linearnih elasticnih struktura.

Osnovni tip dinamicke analize jer:

» omogucéava da se pri projektovanju izbegne rezonancija ili da struktura vibrira na
odredenim frekvencijama,

» se moze zakljuciti kakve ée projektovana struktura da ima na razlicite vrste dinamickih
opterecdenja,

» pomaze u odredivanju kontrolnih reSenja (granica-opsega frekvencija) za druge tipove
dinamicke analize

Modalna analiza je osnova za odredivanje integracionih vremenskih koraka u analizi
tranzijentnog odgovora ili analizi frekventnog odgovora.

Pretpostvake:
Struktura je linearna (npr. [M] i [K] su konstantne).

Nema spoljasnjeg opterecenja.



Dinamicka analiza u MKE

3. Modalna analiza bez prigusenja

Linearna jednacina kretanja za slobodne neprigusene vibracije je:

[M]id} + [KJ{uj =0

Za linearne sisteme, slobodne oscilacije bi¢e harmonijske u formi:

W = 19}, sin(ot +6)
(U} =~ {¢},sin(ot +6)

Svakoj sopstvenoj vrednosti, koja je proporcionalna sopstvenoj frekvenciji, postoji
odgovarajuci sopstveni vektor, ili oblik oscilovanja - mod.
Modalna analiza za nepriguseno slobodno oscilovanje daje sopstvene frekvencije prema:

(K]~ [M]){} =0

(V. -i—ta sopstvena kruzna frekvencija (rad/s)

¢i - sopstveni vektor modova oscilovanja i-te sopstvene frekvencije

Sopstvena vrednost i kruzna frekvencija oscilovanja imaju medusobnu vezu:
@,

f. =—- [HZ] 6
27T



Dinamicka analiza u MKE

3. Modalna analiza bez prigusenja

(K]~ [M1){d} =0

Ova jednakost je zadovoljena ako:

a) ¢| =1 - Prosto reSenje, ne podrazumeva vibracije
b) ili ako je det([K]—a)f[M ]) =0

» Ovo je problem sopstvenih frekvencija oscilovanja, koji se moze resiti za
svaki koren w?i

> Resenje detrminante (BF 00 G4y = 2N2) Uiy =2 Gl = 2EN2.

predstavlja polove, odnosno rezonantnu frekvenciju sistema (za sistem sa
Cetiri stepena slobode).

» Za svaku od dobijenih frekvencija postoji vektor oblika oscilovanja ({¢p}1,

{d}2,.... {d}n) koji odreduje pomeranje svakog od stepeni slobode na datoj
frekvenciji .



Dinamicka analiza u MKE

3. Modalna analiza bez prigusenja

U modalnim analizama je:
» Soptvena vrednost (eigenvalues) — kvadrat sopstvene kruzne frekvencije (wi)
» Sopstveni vektor (eigenvectors ) — odgovarajudi oblik oscilovanja (i)

S obzirom da vektori oblika oscilovanja predstavljaju odnose amplituda, dakle ne
predstavljaju amplitude u apsolutnim vrednostima, potrebno je izvrSiti njihovu
normalizaciju.

Postoji vise tehnika normalizacije (mase, krutosti..), u programskim sistemima na bazi
konacnih elemenata se obi¢no koristi normalizacija u odnosu na masu.

o} (M] g} =1

Zbog ove normalizacije samo reSenja oblika za odgovarajuce stepene slobode imaju
stvarno znacenje.



Dinamicka analiza u MKE 'i

e e

3. Modalna analiza bez prigusenja Creqneneys 94592 Hi

11292020 12:11 PrA

Mod 1
«— {Oh
f1=945 Hz

Kvadratni koreni sopstvenih [ i
. a0.252
vrednosti su soptvene 51,736

A=Z.11=

kruzne frekvencije (rad/s). 54,401

25.263
17.24a5
. S.a225
o Flin

D S PSP S em e meaw

Frequerncsy: 51988Hz
LInit: rmarm
11292020 12:12 PRA

Sopstvene frekvencije fi se mogu
izracunati kao: fi = wi/2rt (Hz)

- 410 F Max
Fa.Ta2

Mod 2
<« {O)
f2=5198 Hz

85.416
Sa.071
6. F26
FF.3a1
Z28.03 6

15.69
. 0.2452
0 A
e —

Frequency: S237. T H=
Uit rmrm
117292020 12:13 PRA

Sopstveni vektori ¢i o s e
predstavljaju oblike S Mod 3

51,0993

oscilovanja, npr. oblik 55708 <« {O}3

A65.4249

pretpostavljen pri S f2=5240 Hz

12.569

vibracijama na frekvenciji fi o.2847

I Ilin



Dinamicka analiza u MKE Az

4. Prigusenje u MKE

Prigusenje je mehanizam rasipanja energije koji uzrokuje da se vibracije vremenom
smanjuju i na kraju eventualno zaustave.

PriguSenje se javlja zbog dva razloga:

» Prvi razlog je pojava histereze - vremensko zaostajanje deformacije u odnosu na
naprezanje i pojava disipacije energije usled nelinearnih svojstava materijala.

» Drugi razlog su visokoelasticna svojstva materijala, pri ¢emu se prigusenje
uglavnom javlja na mestima kontakta.

Kod veline elemenata koji se primenjuju u konstrukcijama vrednost prigusenja je od
0,5% do 7% vrednosti kritiCnog prigusenja.

Vrednost prigusenja moZe zavisiti od materijala, brzine kretanja i/ili ucestaonosti
vibracija.

& 3

10



Dinamicka analiza u MKE

4. Prigusenje u MKE

Prigusenje se moze klasifikovati kao:
Viskozno prigusenje (npr. prigusivac, amortizer, itd) ; Fo=-cv
PriguSenje u materijalu/ histerezisno prigusenje (npr. unutrasnje trenje)
Prigusenje usled suvog trenja (npr. trenje klizanjem); Fo=-i p K x

Numericko (fiktivno) prigusenje (veStacko prigusenje)

11



Dinamicka analiza u MKE

4. Prigusenje u MKE — Viskozno prigusenje

Jednacina kretanja za sistem sa jednim stepenom slobode sa prigusenjem

[m]{a) + [e]{u} +[K]{u} =0
U+2Em U+@’u=0
K - ,
@, = ,|— - Neprigusena sopstvena frekvencija
m

2k
CC=2\/k-m=2ma)n:— - Kriticno prigusSenje (granica izmedu oscilatornog i

@, neocilatornog ponasanja)
C C . . . RV
E=—= - Odnos prigusenja (bezdimenzioni koeficijet prigusenja) (odnos
C. Zme)n izmedu koeficijenta prigusenja u sistemu i kriticnog

prigusenja)

- Frekvencija prigusenih oscilacija
W, =, 1—52 Ja prie 2
12



Dinamicka analiza u MKE ‘z

4. Prigusenje u MKE — Viskozno prigusenje

Vrednost prigusenja ¢ se moze direktno definisati kada se koristi konacni
element sa prigusenjem kao sto je opruga.

c =&*c

Type Longitudinal
|Spring Behavior Both
Longitudinal Stiffness | 3. N/m
I. Longitudinal Damping RENETIL ~_

13



Dinamicka analiza u MKE

4. Prigusenje u MKE

Matrica prigusenja

(Cl-alM]+Sar [ ]+ p[K]+ 7K,

——

Pretpostavlja se da je prigusenje proporcionalno, odnosno da predstavlja linearnu
kombinaciju mase i krutosti.

[C]=a[M]+B[K]
Kod proporcionalnog prigusenja, prigusenje svakog moda se smatra jednakim.

a, B - faktori participacije matrice masa i matrice krutosti u matrici prigusenja sistema

14



Dinamicka analiza u MKE

4. Prigusenje u MKE — Prigusenje mase I krutost

Koeficijenti prigusenja a, B su Rejlijevi koeficijenti priguSenja. Matrica prigusenja se
odreduje koriS¢enjem ovih konstanti - multipliciranjem matrice masa i matrice

krutosti. [C]:a[M]+,B[K]

Prigusenje materijala, u formi viskoznog (proporcionalnog) prigusenja, uvodi se
primenom faktora participacije mase i krutosti sistema.

Veza izmedu odnosa prigusenja za i-ti sopstevni oblik i faktora participacije matrice
masa i matrice krutosti u matrici prigusenja sistema je:

U mnogim prakticnim strukturnim problemima faktor participacije mase moze se

zanemariti (a = 0).

Za datu vrednost B odnos prigusenja € je direktno proporcionalan frekvenciji, tj. nize

frekvencije ¢e biti manje prigusene, a vece frekvencije Ce biti viSe prigusene.
15



Dinamicka analiza u MKE "I
4. Prigusenfe u MKE — Prigusenje mase | krutosts

Za datu vrednost faktora participacije mase a (=0) odnos prigusenja ¢ je inverzno d
proporcionalan frekvenciji, tj. nize frekvencije ¢e biti viSe prigusene, a vele
frekvencije ¢e biti manje prigusene.

Sopstvena frekvencija
16



Dinamicka analiza u MKE ‘,z

4. Prigusenje u MKE — Prigusenje mase I krutost

Ukoliko su odnosi prigusenja jednaki za sve sopstvene oblike vibracija i ako se uzmu u
obzir oba faktora participacije onda je:

Sopstvena frekvencija

w2
17



Dinamicka analiza u MKE "t

4. Prigusenje u MKE — Histerezisno prigusense

Prigusenje materijala, u formi histerezisnog prigusenja, uvodi se primenom faktora
participacije mase i krutosti sistema, analogno principu uvodenja viskoznog
prigusenja.

Ovo priguSenje se uvodi kod analiza u frekventnom domenu, te se u proracunu
primenjuje matrica histerezisnog prigusenja.

: I koef. strukturnog
Ekvivalentno prigusenje L.
prigusenja

Za razliku od viskoznog prigusenja, frekvencija prigusenih oscilacija se ne menja.

Sila prigusenja je proporcionalna brzini, a obrnuto proporcionalna frekvenciji

18



Dinamicka analiza u MKE

5. Modalna analiza sa prigusenjem

Linearna jednacina kretanja za slobodne prigusene vibracije je:

(M +

[Ciuj

+|K]{u} =0

Imagionarni deo sopstvenih vrednosti je sopstvena frekvencija

Realni deo sopstvenih vrednosti je mera stabilnosti

negativno = stabilno

pozitivno = nestabilno

Frekvencija se Cesto prikazuje u funkciji brzine pomoéu Campbel-ovog dijagrama, jer
modovi oscilovanja rotirajucih elemenata postaju nestabilni pri ve¢im brzinama.

Ugaona frekvencija prigusenih oscilacija je

2
Oy = @, 1= §ﬂ Koeficijent prigusenja

l

Ugaona frekvencija neprigusenih oscilacija 19



Dinamicka analiza u MKE

5. Modalna analiza sa prigusenjem

Vrednosti a, B se kao ulazne veli¢ine mogu definisati kao:

1 Vrednost prigusenja koja zavisi od materijala

Nima N b
[C] = Z Olim [M i ] + Z ,Bjm I: KJ- :I Ekvivalentno prigusenje _
i=1 j=1

= Density 7850
= E Darmgping Factor {a)

Mazs-Matrix O Muil 12.55
= Darmping Factor

k-Matrix Damping Multioher 0,003
= EI Isotropic Elasticity

(LR R

W W

Implementacija prigusenja u model podrazumeva da je izvrsena modalna
analiza neprigusenih oscilacija strukture.

20



Dinamicka analiza u MKE
5. Modalna analiza sa prigusenjem

2 Direktno kao opsta vrednost prigusenja

[C] =01 [ M ] + IB [ K] Ekvivalentno prigusenje _

Details of

¥ Step Controls
g Sotver Contbrots
+ Restart Controls
+ Honlinear Controls
+ Cutput Controls
- Damping Controls

Stiffmess Coefficient Drefine By | Direct Input é
II Stiffness Coefficient | F.e-003
Mass Coefficient |112.56 .
Humerical Damping Program Controlled
Numerical Damping value |00

+ Analysis Data Management

0,2%) za celik

21




Dinamicka analiza u MKE 'z

&. Harnonj[ska analiza

Koristi se odredivanje stacionarnog odziva konstrukcije pod opterecenjem koje se sinusno
(harmonijski) menja tokom vremena.

Ukoliko se na konstrukciju deluje spoljasnjom sinusnom silom, odziv ¢e pratiti silu, -
kretanje konstrukcije ima istu frekvenciju kao i spoljasnja sila.

e\g\ | IJIll
, - I "
Pomeraj v & r.oxa il o
"N [/ ||1 | Ll’ oS
| [ | P‘i
A I ' L. | 1 :h.-"l'h~I
F A | | ! ?l | od
o - | A
g 4
Al | e
' : ll —F >
Amplituda | Frekvencija (Hz)

4 I

O = 0 A, TR

Frekvencija (Hz)

22



Dinamicka analiza u MKE i

&. Harmon(fska analiza
Sva opterecenja i pomeranja menjaju se sinusoidno na istoj poznatoj frekvenciji (ne
nuzmo i na fazi)

Pretpostavlja se da sve izlazne veliCine javljaju na istoj frekvenciji.
Vektor polozaja sa x-osom gradi ugao: ¢ = wt. VeliCina ¢ se naziva fazni ugao.

Kretanje tacke A se ponavlja periodi¢no nakon 2m radijana, tako da je: w = 2nf

Kod harmonijskog kretanja w je konstantna. XL oo W (X,y)
(p'w
= ' b ¥
--~ Realni deo
.—-"f
X(t) = A cosep = A cos(wt —¢,) ~-- Imaginarni deo
E a5 / ( \Q 1 1|s

Vreme periode
23



Dinamicka analiza u MKE

&. Harnonj[ska analiza

Jednacina kretanja za linearnu strukturu je:

[M]idy +[CJuj+[K]{uj = {F}

Pretpostavlja se da su {F} i {u} harmonicni sa frekvencijom Q :

(F} ={Fe&" e

{u} ={u,e" e
Izvodi po vremenu daju pomeranje, brzinu i ubrzanje:
{uh=({uf+ifu,})e™
{u} =i({u,} +i{u,})e™
(U} =—Q2({u,} +i{u,})e™

Q) - Izlazna (sopstvena ) kruzna frekvencija

() - Ulazna (prinudna) kruzna frekvencija

24



Dinamicka analiza u MKE

&. Harnonj[ska analiza

Jednacina kretanja za linearnu strukturu je:

(—Q2 [IM]+iQ|C] +[K])({u1}+i{u2})= ({R}+i{F,})

Potpunom harmonijskom analizom odziva (Full HArmonic response Analysis)

Resava sistem simultanih jednacina direktno koristeci solver za staticki analizu:

(o M) f] [ ) )= () i)
! !

m < [ -

Analiza odziva superpozicije osnovnih modova (Mode SUperposition response Analysis)

lzrazava pomeranja kao linearnu kombinaciju modova oscilovanja:

(—QZ[M] +iQ[C] +[K])({u1}+i{u2}): ({R}+i{F,})

(—Q2 +i2a)ij§j +a)j2)yjC = fjC

25



Dinamicka analiza u MKE

6. Harnonifska analiza - Potpuna harmonijskom analizom

Ta€na resenja.
Generalno posmatrano, potrebno je veée vreme za reSavanje od MSUP-a.
Podrzava sve vrste opterecenja i grani¢ne uslove.

Tacke reSenja mogu biti ravnomerno rasporedene po frekventnom domenu ili nejednako
rasporedene na korisnicki definisanim lokacijama.

Vrednosti prigusenja a, B se kao ulazne veli¢ine mogu definisati kao:
1 Vrednost prigusSenja koja zavisi od materijala

N:
J’:

Nm.u il
[C]=D a[M, ]+ Z(ﬂ;” + é g, J[K"] Ekvivalentno prigusenje
i=1 f=1

Properties of Outline Row 3: Structural Steel

A B
1 Property value
N 2 %4 constant Damping Coefficient 0.01
3 = 4 Damping Factor (a) e
4 Mass-Matrix Damping Multiplier 12.56
5 = ']ZI Damping Factor (B)
[ k-Matrix Damping Multiplier 0.003

26



Dinamicka analiza u MKE ‘z

6. Harnonifska analiza - Potpuna harmonijskom analizom

2 Direktno kao opsta vrednost prigusenja

1
[C] = a[M]+ (ﬁ + 5 g)[K] Ekvivalentno prigusenje _

Details of "Analysis Settings” 7

Options
+/ Rotordynamics Controls
Output Controls
Damping Controls

Structural Damping Coefficient | 0. Hz
Stiffness Coeffident Define By Direct Input

Stiffness Coefficient 0.
Mass Coefficient 0.

Analysis Data Management

27



Dinamicka analiza u MKE

6. Hamonijska analiza — Optereienje [ ogranicenje

Ubrzanje FHAA/MSUA Ne Da
Pritisak FHAA/MSUA Da Da
Sila FHAA/MSUA Da Da
Moment FHAA/MSUA Da Da
1I;;)rr;'\et-:;rna sila (Remote FHAA/MSUA D3 Da
Lezajno opterecenje FHAA/MSUA Ne Ne
Pomeranje FHAA/MSUA Da Da

Pomereno pomeranje
(Remote FHAA Da Ne
displacement)

Pomeranje kao opterecenje se moZe primeniti u MSUA kao osnovna pobuda
primenjena na fiksne oslonce ili na opruge tipa “Body-Ground”.

28



Dinamicka analiza u MKE

6. Hamonijska analiza — Optereienje [ ogranicenje

Specificna harmonijska opterecenja zahtevaju:

=

Amplitudu Fimax ili relani deo

Fazni ugao ¢ ili imaginarni deo - F=F_,sIn (a)t + (0)

Frekvenciju w

—

Vrednost optereéenja (velic¢ina) predstavlja amplitudu (F1i F2).
Fazni ugao ¢ je fazni pomak izmedu dva ili viSe harmonijskih opterecenja.

Fazni ugao ¢ nije potrebno ako je prisutno samo jedno opterecéenije.

Realni i imaginarni deo:

FlReaI. = Flmax COS(OO) = |:1max
|:1Imag. = |:1max sin (00) =0 F1max
I:2rReaI. - I:2max COS((D)

R

2rimag. = I:2max Sin ((0)

29



Dinamicka analiza u MKE

6. Harnon(fska analiza — Analiza superpozicije modova

Priblizno reSenje - tacnost zavisi od toga da li je izvucen odgovarajuéi broj modova.
Generalno brze od potpune analize.

Tacke reSenja mogu biti podjednako rasporedene po frekventnom domenu, grupisane
oko sopstvenih frekvencija strukture ili definisane od korisnika.

ReSava nevezani sistem jednacina izvodenjem linearne kombinacije normalnih vektora
(oblika oscilovanija).

Modovi oscilovanja su poznati kao generalizovane koordinate i u ovom slucaju y1 i y2 su
stepeni slobode

Vrednosti prigusenja se kao ulazne veli¢ine mogu definisati kao:

gl =grgm L L

2. 2

Sl Damping Controls
Constant Damping Ratio 0.V
Stiffness Coefficient Define By | Direct Input

Stiffness Coefficient
Mass Coefficient

30
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